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almazok

Halmaz fogalma, megadasa, jeldlése

A halmazt alapfogalomnak tekintjuk, nem értelmezzuk.
A halmaz elemekbdl all.

Egy halmazban annak mindegyik eleme, csak egyszer fordulhat eld, bar tobbszor felsorolhatjuk.

 pere A halmazokat daltalaban az abécé nagy betdivel

Halmaz jelolése: e
Jeloljuk.

Ha az x eleme a B halmaznak, azt gy jeloljik:

Halmaz elemeinek .
Ha az x nem eleme a B halmaznak, akkor azt igy

jelolése: R
] Jeloljik:

Szintetikusan: a halmaz elemeinek megadasaval:
Halmaz megadésa: A betii utan a kettdspont egyenld jel a definialo

egyenldség jele.
A kapcsos zdrdjelek kozott soroljuk fel az elemeket.

Analitikusan: A halmaz elemeire jellemzé
tulajdonsag megadasaval.

Azok a természetes szdmok, melyek osztéi a 12-nek.

Legtobbszor a Venn-Euler-diagrammot
Halmazok abrazolasa: haszndljukot hasznadljuk. Ezt a tovabbiakban
halmazabrdanak nevezzik.

Halmazok szamossaga
A halmazok szamossaga alatt eleminek szamat értjuk.

Jele: az abszolatérték jel.
Példaul: az el6z6 halmazabraban adott B halmaz szamossaga: |B| =6

Példaul: B

rh
=~}

B={1-23:4612)

igy olvasd ki : a B halmaz a definicié
szerint egyenld, az 1; 2; 3; 4; 6; 12
elemekbdl all6 halmazzal.

B=ix|xe N és a2

Van olyan x szam, melyre x
természetes szdm és x osztéja a 12-
nek.

B
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6.) Adott a H == {20 — nil nem nagyobb természetes szamok} alaphalmaz valamint ennek részhalmazai az

O | m O Z O |< A = {paros szamok} és B == {3 — mal oszthaté szdmok}.

a) Abrazold Venn-Euler diagramon az adott halmazokat!

o, b.) Hatirozd meg a kovetkezd halmazok elemeit és elemeinek szamat!

feladatgyujtemeny o gos i

(2) ANB (6) ANE
G) A\B (7) A\B
(4) A (8) (ANB) U (B\A)

7.) Adott a H == [—5; +10] alaphalmaz intervallum valamint ennek részhalmazai az A == [-3; 7[és B ==]1; §]
mntervallumok.

a.) Abrazold kozs szamegyenesen az adott intervallumokat!

b.) Hatirozd meg a kévetkezd halmazok elemeit, s ird fel mtervallumok segitségével!

(1) AUB (5) AUB

(2) AnB (6) ANB

(3) A\B (7) A\B

4 A (8) (AN B) U (B\A4)

8.) Egy 400 fos iskoldban felmérték, hogy az A, B és C konyvek kozil, ki melyiket olvasta. A felmérés szerint a
gyerekek:
60%-a olvasta az A konyvet;
50%-a olvasta a B konyvet;
50%-a olvasta a C konyvet;
30%-a olvasta az A és C konyvet;
20%-a olvasta a B és C konyvet;
30%-a olvasta az A és B konyvet;
10%-a olvasta el mindharom konyvet!
a.) Hany tanul6 olvasott pontosan 2 konyvet?
\ b.) Hany tanuld olvasott legaldbb 2 konyvet?
c.) Hany tanul6é nem olvasta a fenti konyvek egyikét sem?




Konjunkcioé

Két kijelentés konjunkcidja pontosan akkor igaz, ha mindkét kijelentés igaz, egyébként hamis.
Jele: A AB

(ejtsd: "A és B" vagy "A, de B" vagy "A is és B is")

Ez a halmazelméletben ismert "A metszet B"-nek is megfelel.

Konjunkcio igazsag tablazata:

KONJUNKCIO
értéktablazata
A B |4AAB
Joaz leaz Igaz
Igaz | Hamis | Hamis
Hamis | leaz Hamis
Hamis | Hamis | Hamis

Példak konjunkciora:

s "Elmegyek az ABC-be és veszek tejet.” két kijelentés. Ha mindkettd igaz, akkor az osszetett allitas is igaz. Ha barmelyik hamis,

akkor az osszetett kijelentés hamis..
s "Megféztem és elmosogattam.” Ha mindkét kijelentés igaz, akkor az dsszetett allitas igaz. Ha barmelyik hamis, akkor az

Osszetett kijelentés hamis.
¢ "Ma fujt a szél, és elmenttink vitorlazni." Ha mindkeét kijelentés igaz, akkor az osszetett allitas igaz. Ha barmelyik hamis, akkor

az osszetett kijelentés hamis.
Ellentmondas mentesség tétele

Az A és nem A nem lehet egyszerre igaz.

A A —A = hamis

A konjunkcid miiveleti tulajdonsagai:

1. Kommutativ:A AB =B A A
2.Asszociativ: A A(B AC)=(A AB) AC
3.Idempotens:A NA = A;ANi =A; AANh

I
>



Kombinatorika tipusfeladatok

1.) Irjuk fel az 6sszes lehetséges négyjegyii szamot, mely az{1;2;3;4} szamjegyekbél keszit-

het6 agy, hogy minden szamjegyet csak egyszer hasznalunk fel!
A feladat az elemek sorrendjére utal, tehdt permutdcio. Mindegyik elemet csak egyszer hasz-

[ ) [ )
KO m b I n O '|' O rl |<O ndlhatunk fel, igy ismétlés nélkili permutdcid. Az dsszes permutdcié szdma:
P, =41=1:2-3-4 =24 eset létezik.

Az elemek felirdshoz a kovetkezét alkalmazzuk. A négyjegyii szam felirdsdhoz elsé szdmjegy-

-|-|,p U Sf e | O d O -|- O |< ként 4 féle szamjegyet vdlaszthatunk. Ezeket irjuk le els6ként.
1 2 3 4

Ezutdn mindegyik szamhoz a megmarado szamjegyekbdl tovdbbi hdrmat vdlaszthatunk. Eze-
ket az el6z6 szamokhoz irjuk.

12 21 31 4l

13 23 32 42
14 24 34 43
Ezutan a felirt szamokhoz a maradék szamjegyekbdl tovabbi kettét irhatunk, majd a megma-
radi egy-egy szamjegyet is belrjuk.
123 213 312 412 1234 2134 3124 4123
124 214 314 413 1243 2143 3142 4132
132 231 321 421 1324 2314 3214 4213
134 234 324 423 1342 2341 3241 4231
142 241 341 431 1423 2413 3412 4312
143 243 342 432 1432 2431 3421 4321

Igy az dsszes lehetéséget eléallitottuk.

2.) Hany négyjegyi szamot allithatunk el6é az {1:2:3;4} szamjegyekbdl agy, hogy minden
szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk?
Az eljdrds megegyezik az el6zével, csak minden szdmjegyet t6bbszor is felhaszndlhatunk. Igy
az elsé helyre 4 féle szamjegyet, a mdsodik helyre ugyvanennyit, majd a harmadik és a negye-
dik helyre szintén 4-4 szamjegy vdlaszthaté. Ez dsszesen 4-4-4.4 = 4* = 256 féle lehetd-
ség. A négyjegvii szamok felirdsa meghaladja e kényv kereteit.
3.) Hany kiilonb6z6 hangsorozat képezheté az{E ks 455 O 7, €. G D}hangok mindegyike-
nek felhasznalasaval?
Ha mindegyik hang kiilénbozne, akkor Py = 81= 40320 féle hangsorozatot lehetne késziteni.

Tekintettel arra, hogy (6bb azonos is szerepel, ezért a lehetdségek szdama

8 = 1680 féle lehet.
3221 ==

esak pF¥H =




Szamelmélet

Legnagyobb ko6zos oszt6 (roviden LNKO) értelmezése
Az a és b szamok legnagyobb kozos osztojan az a és b szamok kozos osztoi koziil a legna-
gyobb szamot értjiik.
Mas megfogalmazasban: Legyeng.b.d € N™. Az a és b szam legnagyobb kozds osztéjan azt a d

szamot értjiik, melyre teljesiil:
e a d k6z0s 0szto, azaz d|a és d|b (d osztéja a-nak és b-nek)
e ad szam az a és b szam barmely k6z6s osztdjanak tébbszoérdse.

A legnagyobb kozos oszto jele a zardjel. A fenti megfogalmazas alapjan: (a; b) =d

Meghatéarozasa:

Kisebb szamok esetén:
Példaul: hatarozzuk meg a 24 és 36 legnagyobb k6zds osztdjat!
Elsé modszer: felirjuk az adott szamokat osztoparok segitségével, melybol egyszeri az osz-
tok felirasa:
24=124=2.12=3-8=4- 6 (4 tovabbiak mdr ismétlédnek.)
36=1-36=2-18=3:12=4-9=6-6 (4 tovdabbiak madr ismétiédnek.).
Az osztok felirasanal elészor a szorzatok elsé tényezdit ird le sorba, majd utana visszafelé a
masodik tényezéket. Igy nvekvé sorrendbe keriilnek az osztok.

24 osztoi: 1: 2: 3;4:6; 12; 24.

36 osztoi: 1:2:3;4:6:9: 12: 18: 36.

A keét szam k6z0s osztoi: 1; 2; 3;4: 6; 12.

A kdzos osztok koziil a legnagyobb: 12.

Ezek alapjan: (24; 36) = 12.
Masodik mddszer:
Elkészitjiik a két szam primtényezds felbontasat, majd mindegyiknél ugyanazokat a szamo-
kat megjeloljiik.

24 36
12 18
6 9(3
3@ 3|®
1 1

A megjel6lt tényezok szorzatat vesszilk.
Ez a legnagyobb kdézds oszto: (24; 36)=2-2-3=12

Nagyobb szamok esetén: elkészitjiik az adott szamok primtényezés felbontdsat, majd az azonos

alapii, kisebb kitevéji hatvanyok szorzatat vessziik.
Példaul:

a=3780=2%.3.5.7  Adottak az aldbbi szdmok primtényez6s alakban. Meghatdrozzuk a legna-
b=1584 =2%-32:11 gyobb kozos osztéjukat.

/ 2 2 - 4 sz 3
(a;b)=22-32 -36 Azonos alapi hatvany a 2 és a 3. Az a szamban a 27, a b-ben 24 szerepelt.

Koziilik a kisebb kitevdjii a 22. A 3 hatvanyai kozil ugyanigy valasztunk



Hatvany értelmezése

Hatvanykitevé
Hatvény alap W, 1 /—/\
/A y HaaeR.és o ——————
-l-v O n O Z O S n = 2 akkor a' olyan n tényezds szorzat, melynek minden tényezdje a.
y haakitevon € N és n = 0 akkor a’ 0) (4 0%t nem érteimezziik,)
n =1 akkor ¢ 4
Egy szam negativ kitevoji hatvinya meg-
ha a kitevé n € Z~ . akkor egyezik a szam pozitiv kitevdji hatvanyanak

reciprokaval.

haakitevé a € R] és

:fi
Il

Q
=I!|""

" Haa >0, akkor g

m o
—€Q .n22 akkor

Hatvanyozas azonossagai

Az aldbbi azonossagok a kovetkez6 feltételek esetén érvényesek:

a.beR\{0}:n.meZésham=0 és %eQ

Azonos alapu hatvanyokat Ggy szorzunk, hogy a kitevoket sszeadjuk, s az alapot
valtozatlanul leirjuk.

o33P =33"=30=739

o (=58 (-5 =(-50"* =(-5) =-3125

| Azonos alapii hatvanyokat gy osztunk, hogy az osztandd (szamlald) kitevojébol
kivonjuk az osztd (nevezd) kitevojét, s az alapot valtozatlanul leirjuk.
5

° 315:311_:315-11:34:81-: ° ;2_=75-2=73=343

Hatvanvt dgy hatvanvozunk, hogy a kitevoket 6sszeszorozzuk, s az alapot valto-
zatlanul leirjuke @ (2°)° = 2% =2 = 4096

Azonos kitevéjii hatvanyokat igy szorzunk, hogy az alapok szorzatit az adott hat-
vanyra emeljiik. L4 2‘ -54 = (2-5)4 = 10‘ = 10000

Ebbdl kévetkezik, hogy szorzatot uigy hatvanyozunk. hogy a szorzat minden ténye-
z06jét az adott kitevore emeljiik.

Azonos kitevdji hatvanyokat Gigy osztunk, hogy az alapok hanyadosat az adott hat-
vanyra emeljiik.

7515 =(7515)° =5° =125:

.4_2’_(2)3_(3)’_2_2
983 N98/) "~ \7! T 7P 343

Ebbél kbvctkwlg hogy tértet. hanvadost gy hatvanyoztmk hogy a tort szamlalo-
jik.




liInomok
evezetes szorzatok

NEWTON binomialis tétele

Az edk elem k-ad foki: kombindciéjaval, vagy a PASCAL HAROMSZOG segitségl hatéarozhatok
meg.(A kombindciot részletesen a ,, Kombinatorika” fejezetben targyaljuk!)

o(x+2) =1:x"2°+5.5* 2 +10-x*- 2> +10-5* . 2° +5:x" 2V 412" 2" =
=x° +10x* +40x° +80x> +80x +32

o(y-3)°=1y%.3°=6-3° -3 +15-3* .32 =203 .33 +15.92 3 =63 .37 +1y°.3° =
=35 -18y° +135y* - 5405 +1215y> —1458y + 729

A binomialis tétel bizonyitas e lap aljan talalhato!
Pascal haromszog Newton binomialis tételéhez

Az alabbi abra a Pascal-hdaromszog felépitését mutatia. A piramisszerii felépités szélén egyesek szerepel-
nek. A beliil levé szamokat tigy kapjuk, hogy két-két szam kézé — egy sorral lejjebb - beirjuk a két szam
dsszegét. A haromszég tetszoleges mértékben folytathato. Az egy sorban szereplé szamok az adott fok-
szdmit kéttagti dsszeg hatvanyiban szereplo egyiuthatokat adja.

Példiul az (a+b)’ =1.a°h° +3.-a°D' +3-a'b* +1.a°h’ ssszefuggésben az egyiitthatok a

harmadik sorbdl olvashatok ki.
1
1 1
Masodik 1 2 1
Harmadik 1 3 3 1
Negyedik 1 4 6 4 1
Otsdik 1 5 10 10 5 1
Hatodik 1 6 15 20 15 6 1
Hetedik [ 1 7 21 35 21 7 L

Tovabbi tételek

A binomialis tétel alapjan érvényesek az alabbi tételek:

Ebbl kévetkezik, hogy (@ +b)|(a” +b”) azaz a+b osztdja az a” + b kifejezésnek.
n (y+3)_(y6 3033l pt 323333 2 38 _pl.35 4 g0 _36)=y7 437
Tehat y+3 osztdja az y'+37 kifejezésnek.

Ebbdl kovetkezik, hogy (a—b)|\a” — b").azaz a-b osztdja az a" —b" kifgjezésnek.

o (x—2)-(x*2° +x72' + x72% + x'2° + x°2% )= x° — 2’ Twhdr x-2 osztdja x*2°



Tort kitevoju
hatvanyok

Tort kitevoja hatvanyok tipusfeladatok

1.) Veégezziik el a miveleteket! A hatvanyok alapja pozitiv, s a betiik pozitiv szimokat jelentenek.
Megoldasi 6tletek: A hatvinyozas és a gyskvonds azonossagait alkalmazzuk a miiveleti sorrend betar-

tasaval.
r 2
a) at-a3=
| % | 32 l A hatvanyozas azonossagai alapjan a kitevoket sszeadjuk. A ka-

£ % 2
b) 3a’bh?2a 3b* =
£ 23 1 243

=6-a® * -b?*=6-a3-b* =

e L A R G g[_ pott eredményt gyokkitevovel irjuk fel.
A 3

T

Osszeszorozzuk a szamokat, majd az azonos
alapu hatvanyok kitevoit dsszeadjuk.

A legtébb esetben elég, ha eddig oldjuk meg a
feladatot. Csak akkor folytatjuk, ha a feladat-

ban szerepel.
1 ] 1 A kapott negativ kitevoyi hatvanyt pozitiv kite-
=6 —-b =6-—-Yb®’ = vovel irjuk fel. A tért kitevéji hatvanyokat gyok-
% 3a kitevésre alakitjuk.
a
) 6 f 4 A nevezo gyoktelenitésével egyiitt (ez a jelzett 4j
= 6 X a . / pi = -b- \/_ szorzotényezo) a negyvedik gyok alatti kifejezést
% 3o 3l 3 = is atalakitjuk Ggy, hogy egy valtozo kikeriiljon a
gvok elé.
6b 62f 22 4 \/bT 6h- 1\2/‘_ A hatodik és a negyedik gyokkitevoket tizenket-

= tedik gyokkitevové alakitjuk, igy a kifejezések
a a egy gyokjel ala irhatok.

A zardjelben levd tagokat megszorozzuk a tényezokkel.

e 1355 | A szorzatokban szerepld azonos alapt hatvanyok kite-

e —_r— = ' .
=q?2p2 -ph2 252 = vOit Gsszeadjuk.

1 1 A kapott kifejezéseket gyokkitevos alakba irjuk.
=a'b?-ba’=a-b-b-Ja
2 1 2 b
d) (*+y?)(x*-y*)=
% 5 % 5 %-2 %-2 ; A feladat az(a+ b)-(a-b)= a* - b* azo-

=(x*)"-(*) =x* -y =x nossag alkalmazasaval megoldhato.



2.) Logaritmus definici6 alkalmazasa
Megoldasi otletek: A hatvinyozis azonossagai segitségével olyan alakra hozzuk a kifejezést, hogy az

megfeleljen az a°e o alaknak. Ennek értéke B
Logaritmus B o
10 10 4 Alkalmazzuk az ™" _ L azonossagot. Igy a nevezdben 10 kite-

1055 ~ 25 a”
voje 10-es alapt logaritmus. Ennek értéke a logaritmusban szerepld
szam. Innen mar csak az osztast kell elvégezni.

b.) 101g6+1g> =
o 101g6 ; lolgs e A kitevoket akkor adjuk ssze, ha azonos alapu hatvanyok szorzasat végez-
zik. Igy az @™ = " - @™ azonossagot alkalmazzuk. Ekkor teljesiil az
=6-5=30 log, B
a
c) 25983 =
- (52y°3$3 " (510553)2 - 32 - 9
A 25 primtényezés alakba irhaté. Ekkor alkalmazzuk az (a” )" = (a” | azonossagot, vagyis a hat-
vanykitevok felcserélhetok. Ekkor a hatvany alapja, illetve a logaritmus alapja megegyezik, tehat al-

= B definicié, tehat az itt szerepld szorzat felirhatd.

kalmazhatd a definicid.
log ~35+log., 9
d) 7 S5 S a0 =
_ =logs5 mlog,d A kitevoben levo dsszeadas miatt a kifejezés szorzat
7O 08 €)
™~ = alakba irhaté. Ahhoz, hogy alkalmazhassuk az
~ ( ﬁz)“&n‘ ( mrw B a°%% = B definiciét, mindkét tényezét 4t kell ala-
kitani. Az elsoben a logaritmus alapja: \FI- , melynek
s % 1 \logs? négyzete megegyezik a hatvany alapjaval. A masodik
= \/'_/2 g 4 492 = tényezoben a logaritmus alapja 49, melynek négyzet-
)i 1 i gyoke a hatvany alapja. Ezeket figyelembe véve alakit-
juk at a kifejezéseket. A négyzetgyok tortkitevovel is
felirhaté.
2 1 E leitane Sl e log, B _
J—log Nk 10g 5 9 A hatvanykitevdk felcserélésével az@ = B ala-
=~ 7 : (49 )5 - kot kapjuk. Ezt alkalmazva egy egyszeri muveletsort
kapunk.

1
52.9% =95..09-25.3=75



8) A loganitmus azonossaganak felhasznalasaval fejezd ki az ismeretleneket az alabbi egyenletekbol!
a) logza = logs5 + log:8
b.) Igh =lgl5—Ig3
c) Inc=2-In7

log.9

ogarifmus 2
feladatgyuljtemeény o) lge =3-1g5 +1-1g8

) log.f = log.\/44 — log,\/11 + log,3
logz8

g) logsg =2-logs4———+3- logsy2
9) Ird fel a kovetkezd egyenldségek természetes alapti logaritmusat!

d) log;d =

a) a=8-x2

_ 9x
b) b = .
c.) c=7-V8-Vx

d) ::i=1z-~.:‘?-"J"5E

R
e)e=x""- ’7—2

10.) Szamologép segitségével hatarozd meg a kovetkezo kifejezések értékét!
a) lg83,4 = AN P

b.) [g0,0095 =
g g) IQHW =
c.) logg25 =

0,833-19354
d) log,13 = h) IQT’W =

e) 1g19%3 =
11) Szamologép segitségével hatarozd meg az X és ¥ értéket!

Y 211108 . 7115 1W

=—gs.qp5z YT 48,772



MdasodfokU
egyenletek

Masodfokd egyenlet gyoktényezos alak hasznalata: Megoldasi otletek

Ha ismerjik, az @-X° +b-x +¢ =0 egyenlet megoldasait (xl"’ﬁ)- akkor az egyenlet felirhato
a-(x —x,)-(x — x,) = 0 gysktényezos alakban.

Masodfoku egyenlet gyoktényezos alak hasznalata: Tipusfeladatok

1) irjunk fel olyan masodfoka egyenleteket, melyeknek a kévetkezé szamparok a gyokei!
Mindegyik feladatban konkrét szimot is irhattunk volna az a értékethez, de ezt az olvasé is megteheti a
feltételek alapjin! Az a értéke legtobbszor 1.

a) (5:8) = a-(x-5)(x-8)=0,haaeR.a=0
(3—J2_’;B+J’:’)=> a-(x—(S—ﬁ))-(x—(3+ﬁ))=0,ha aeRa=0
(—-.E;—VE) = a-(x—ﬁ)-(x+ 2)=D,fm aeR.a#0

Masodfokud polinomok szorzatta alakitasa

2.) Bontsuk fel els6foki tényezok szorzatara a kdvetkezd polinomokat!
Ugy tekintjiik, mintha egy egvenlettel dllndnk szemben. Felirfuk a megolds-képletet, meghatarozzuk az
egyenlet megolddsait, majd ez alapjan felirjuk a szorzat alakat.

a.) mz —2m— 3= Amdsodfohi tag egviitthatéja I, illetve az elsdfoki tag pdros szdm, ezért a mdsodik

megnfdo—keplg!‘ref dolgozumk.
=-2:g=-3

1& —q= —( J=1x 153 =124 =122

mo=1- 2——lesmz—1+2 3

Ezek alapjin felirhaté a szorzar- m* — 2m —3 = (m="1)-(m = 3)= (m +1)- (m — 3)

b) 723" —67y+15=
a=72:b=—-6T.c=15

_ bxyfb? _dac  —67=4(-67)] —4-72-15 _ 67=+/4489 4320 _
B 2a a 2-72 - 144 -
67,169 6713
T 14 1M
_67-13_54 3. 67+13_ 80 _5
144 144 8 ' 144 144 9

Y2

2 3 5
Ezek alapjan felirhatd a szorzat: T2y~ —6Ty +15="72 '[_}’ __).(y_ 6)




Logaritmikus
egyenletek

Oldjuk meg az egyenleteket a valos szamok halmazan! Az ellenérzés az olvasé feladata!

Megoldasi otletek: Az elézéekben bemutatott megoldasi lehetdségek segitenek a feladatok megoldasaban.
Minden esetben allapitsuk meg az egyenlet értelmezési tartomanyat (a fuggvények értelmezési tartomanyat), majd
a bemutatott példak és a logaritmus azonossdgainak alapjan oldjuk meg a feladatokat. A végeredményt minden
esetben egyeztetni kell az alaphalmazzal, majd az eredeti egyenletbe kell visszahelyettesitve ellendrizni. A megoi-
dashoz felhasznaljuk, hogv a logaritmus fuiggvény szigorit monotonitisa miatt a két oldalrél elhagyhaté a loga-
ritmus jele.

2
L) Jog o= =3
-% 12 s Kikotés: x > 0, igyx € :+0[= 4
x=1000"° = (l 0 ) F=10T= 0’=01 €4 A logaritmus definicidja, illetve a hatvanvozas azonos-

sagai alapjan a feladat megoldhato.

2) lgx=24298
b d— 102"‘298 = 102+0.4298 = Kikétés: x > 0, igyx € });-}-ac[: A

__ ad 0,4208 _ = A logaritmus definicidjat alkalmazzuk (a logaritmus
=107-10"""" =100-2,6903 = 269,03 € 4 1.i5 10). 4 10 hatvényénak megkeresését tablézat
alapjan végeztiik el. Kézelité értéket kapunk.

3) log,(x+10)=3

x+10=2° =8 Kikorés: x+10 >0 => x >—10 igy x € |- 10;+00[ = 4
A logaritmus definiciojat alkalmazzuk.

x=-2¢4
4) log 3x=3
3x = x3 tovdbzbé.‘ Kikotés: x >0 ésx 21, fgyx e ]0;+co[\ {1}: A
x2-3x=0 = 3— A logaritmus definicidjar alkalmazzuk, majd a kapott egyen-
it =g)=q BeN3EA letet nulldra rendezve szorzatté alakitjuk.
ool A x3==V3 €A 4 ss0rzat értéke akkor nulla, ha legaldbb az egyik tényezdje
-

nulla. Csak az x; érték felel meg a feitételeknetk.
5) log (x+6)=2

x+6=x? Kikotés: x > 0 és x # 1, valamint
X+6>0=> x>-6, fgyx e J0;+o0[\ {l} = 4

2 fad
Shes A logaritmus definicidja alapjén a feladat megoldhatd.
1-5
1324 113 M7 T =-2¢4 A kapott masodfoki egyenleter megoldva, az
M= B gt IR eredeti egyenlet megolddsa: x =3

% =3ed —==

_T



6.) Az egyik gépkocsi sik terepen 80 km/h-val, az emelkedén 36 km/h-val, a lejtén 120 km/h-
val halad. A 320 km hossz( utat oda 4 6ra alatt, vissza 4,25 ora alatt teszi meg. Milyen

hossziak az egyes Otszakaszok?
A feladatot érdemes lerajzolnil

80 km/h

V 4 V4
Masodfoku
e g y e n | e -|- re n d Sze re |< Haaz m;i:r:? emelkeddnek halad, akkor visszafelé ugyanez az it lgjtd, mig egy odafelé letds it visz-

szafelé emelkeds lesz. Igy ezeken az fitvonal részeken az auté més-més sebességekkel halad.

A teljes dtvonalon a vizszintes it Gsszes hosszat: 8, az dsszes emelkedd hosszat: §,, a lgjtos ut dsszes

hosszat 84 jeloli. Tudjuk, hogy f = = , igv az egves litszakaszokra felivhatdk az ott eltéltstt iddtartamok a

1
sebesség fliggvénveében.
Osszes tit: 5, 45,45, = 320 Az egyes utszakaszok dsszege 320 bon.
Ha az sl ttszakaszon az auté 80 lon'h sebesség-
TS S T . A
adslde: i S_: ;5‘_3 -4 1.1680 gel halad, akkor ott E drat téltén, Ugvanigy a
80 56 120 t6bbi ditszakaszra is felirhatok az dsszefliggések.
Ezek dsszege az utiranyban eltéitétt idot adja.
5. 5 5 17 Visszafelé a lejids 1t emelkeds, illefve az emel-
Visszafelé: — =" [-1680  keds iejté lesz, igy oft az arra az ttszakaszra
56 120 80 4 ervényves sebesseget kell felirni.
Egvenletrend: . =37 = —_— —_
gyemletrendszer: | 5 +5 +5, =320 =35 =320-5, -5, _’_?'E+953=420
215, +30s, +14s, = 6720 " 9 Sl — 3750
— 495, +ols, =
30s; +14s, +21s, =7140 : §
21-(320 )+30s, +14s, = 6720 3%, =3780
L1-\320—5, —5, )+ 3Us, +145, =0/2
27 27 s, =118125
21-(320—s, —s; )+14s, +30s, =7140 —
6720-21s, — 215, +30s, +145, =6720 -'=‘:=§-11&125
6?20—2152 —2133 +14S: +3US; =7140 85 - 91875
Os. —Ts. =0 5. =.5 5, =320-91875-118125
5, =110

—7s, +9s, =420
‘ Megoldis: Az egves utszakaszok hossza:
Avizszintes it 110km Az emelkeds te: 91.875km A lejtés titszakasz: 1 18,125 km




Eltolas szerkesztése

Egy pont eltolisa két vonalzéval

Egves iskoldkhan engedélvezni szoktdk e milvelethez két vonalzé
hasznalatén, de az Euklideszi szerkesztés szabalval alapjdn azenban
nem alkalmazhato egvenes vonalzon és kérzon kivil mas eszkéz, E

V4
két vonalzos modszert mutatiuk be.
O O S A szerkesztés™ lépéser:

1. Helyezziik a derékszdgi vonalzo egyik befogdjat a vektorra
az abrdn lathato modon. A masik befogdhoz a masik vonalzot
llesztjiik. (Tt az egyenes vonalzot helveztiik oda.)

2. Szoritsuk le ezt az egyvenes vonalzot, majd a derékszdgi vo-
nalzot addig csusztatjuk el e mellett, mig a pontra nem keriil
az elozoleg vektort tartalmazo éle.

3. Szoritsuk le a haromszégi vonalzot, s a kapott helyzetben
rajzoljuk meg a vektorral parhuzamos egyenest.

4. A pontbdl meérjiik fel kérzdvel a vektor hosszat a félegyenes-
re, figyelve a vektor irdnvara.

Egy pont eltolisa Euklideszi szerkesztéssel.
Itt az Euklideszi szerkeszteés szabalvai szeninti szerkesztést mutatjuk be. Az eljarashoz legvenek adottak az
alakzatok, illetve az eltolas vektora.
A paralelogramma moédszer alapjan végezziik el a szerkesztést.

A szerkesztés lépései:

1. Szdwjuk bele a kérzot az adott pontba, majd vegyiik
kérzonvilasba a vektor kezddponiiat.

2. Szdrjuk bele a kérzdt a vektor végpontiaba, képzeljiik el,
hogy csusztatassal hova kerilhetne a pont, s azen a te-
riileten rafzoljunk kérivet. Ne vegviik ki a kirzod!

3.  TVegyiik kérzonyilasba a vektor hosszat!

4.  Szdrjuk be a kévzdt az adott pontba, majd ezzel a kér-
zényildssal metssziik el az elézd kérivet. Ez a kevesert
pont.

Azévt nevezzilk paralelogramma madszernek, mert a veltor

végpontjait az adott ponttal és a képével dsszekitve parale-

logrammat kapunk.

Tobb pont eltolasa: Az egy pont eltoldsandl leirt lépéseket minden pontra ismételjiik meg!

Egvenes eltolasa: Jeldljink ki rajta két pontot (Betitkkel jelsljiik meg!), majd ezeket toljuk el az adott
vektorral! Az eltolt pontokon at az egyenes képe megrajzolhato.

Az egyenest, vele parhuzamos vektorral eltolva az egyvenes képe megegyezik az eredetivel.

Szog eltolasa: 4 szég esiesdt, illetve a szdgszérakon egy-egy pontot jelsljtink ki (Betiikel jeldliik meg!),
maid e harom pontot toljuk el az adott vektorral. A kapot harom ponton at, figvelve a szdg csucsanak eltolt
képére, a szdg eltolt képe megrajzolharo.

Kor eltoldasa: Toljuk el a kir kézéppontiat, majd az ij kézéppontba az eredetivel megegyezd sugdrral rajzol-
Jjunk kért.




Derekszogu
NAromszog

etelek

Teétel: (Befogorétel). A derékszigl haromszig befogdja mértani
kizepe az atfogonak és a befogd atfogora esé merdleges vetiile-

tének:g = \jc- p ; b:ﬁ

Bizonyitas:

1.  Legven adott egy C csicsdban derékszdgili haromszdg. Az olda-
lakra és a szégekre a szokdsos jelslést alkalmazzuk.

2. A C csucsbol merolegest allitunk az atfogora, vagyis az AB
oldalra. Ennek talppontja: D, mely az atfogot két részre osztja:
AD=p;BD =gq.

3. A CD szakasz a derékszdget két részre osztja, melyvek egvenként merdleges szari szdgparok az ABC ha-
romszog hegyesszogeivel Ebbél aQ0" =a + f§ egyenlbséget kapjuk Ezek alapjan 4DC, ~ 4ABC, .
mert szdgei paronként megegyeznek.

4. A hasonld hiromszégek megfeleld oldalainak ardnya egyenld: AC = 4B . Ez betiikke] felirva:

AD AC

melybol keresztbe szorzdssal a f,il =C-p . mada b= O P egyenloséghez jutunk.

i
b

| o

5. Azg=.lc- q egyvenlOség 15 ugvanigy bizonyithato. A tételt tehat bebizonyitottuk,

Tétel: (Magassdgtétel.) A derékszdgii haromszog atfogohoz tartozd magassaga olyan szeletekre
osztja az atfogdt, amelyeknek mértani kézepe az atfogohoz tartozd magassaggal egyen-

lé:m=ﬁ;'p~q

Bizonyitas:

1. Legven adott egy C cslicsaban derekszégi haromszig.
Az oldalakra és a szégekre a szokasos jelslést alkal-
mazzuk.

2. A C csicsbol merdlegest allitunk az atfogdra, vagyis
az AB oldalra. Ez az atfogohoz tartozo magassdag: m.
Ennek talppontja: D, mely az atfogot két részre osztja:
AD=p;BD =q.

3. A CD szakasz a derékszdget két részre osztja, melyvek
egvenként merdleges szam szdgparok az ABC hdarom- A

sz6g hegyvesszigeivel. Ebbsl a 90" =g + ﬁ egyen-
1éséget kapjuk. Ezek alapjan A DC ™ BDC , - mert szogei paronként megegyeznek.

4. A hasonlé haromszégek megfeleld oldalainak ardnyva egyenlo: g = @ . Ez betikkel felirva:
DB CD
E = i , melvbol keresztbe szorzassal az me = P-q .majda m= .,/ p-q egyenldséghez jutunk. A

p m
tetelt tehat bebizonyitottuk.



Definicio: Az olyan paralelogrammat, melynek egyenlok az oldalai rombusznak nevezziik.

Négyzetracsos papivon a kivetkezd modon tudunk rombuszt rajzelni.

o Az ismert 3; 4; § Pitagoraszi szamharmast hasznaljuk fel D
Rajzoljunk egyv 5 egyvségnyi szakaszt. Ezutdn e szakasz vég-
pontiaital merf |, lefelé” 4-4 egységet, majd ezekedl 3-3 egy-
séget  balra”. A kapott djabb két pont az eldzd kettdvel

R O I I I b U SZ egviitt rombuszt hatarez meg (minden oldala 5 egvség),

. Rajzoljunk két, eqvndast merdlegesen felezd, de kilonbdzd

hosszisdgiu szakaszt, majd a végpontokat késsiik dssze.

Tulajdonsagok
A definiciobol kévetkezik, hogy muinden oldala egyenld:
AB=BC=CD=DA=a
Egyv négysziog rombusz, ha oldalai egyenlék.
1. Szemkdzh szogel egyenlok:

DAB,=BCD_ =a; ABC,=ADC =8
Barmely két szomszédos belsé szdgének dsszege
egyenesszbg. o + )3 =180°

3. Atléi merSlegesen felezik egymast: AC | BD

Metszéspontjuk: O, a rombusz szimmetria kdzép-
pontja. Az atlok a rombusz szimmetria tengelyei.
Egyv négyszig rombusz, ha itléi merdlegesen felezik egymist.
4, Az atlok felezik a szdgeket.
Egyv négyszig rombusz, ha itléi felezik a szdgeket.
5. A rombusz érintonégyszog, vagyis a rombuszba az oldalait érin-
to kor rajzolhatd. A kor kszéppontia az atiok metszéspontia. A kﬁ1‘|

b

sugara a rombusz magassaganak fele: j = m
2
Rombusz kerillete, teriilete
A rombusz keriilete egyenld egy oldal hosszanak négyszeresével.
A rombusz teriiletét ado eljarasok: Km,,,bm; =a-4
e A rombuszt részharomszdgekre bontjuk, s ezek teriiletdssze- T _
PP o rombusz — a
gét vessziik.
¢  Egyenlo egy oldal hosszanak és az oldalhoz tartozo magassag T e-f

hosszinak szorzataval.
e Egyenlo a két atlo szorzatanak felével.




Tetraéderek

Az alabbiakban néhany gula térbeli rajzat és halozatat készitettiik el. legfontosabb értékeik meghata-

rozasaval. A haromszog alapt giilat TETRAEDERnek nevezziik. A tetraédert négy nem egy sikban fekvs

pont. az oket dsszekoto hat szakasz, s a pontokra illeszkedd négy haromszéglap hatarolja.

Tetraéder A tetraéder minden éle, lapja és szoge kiilénbozo.

: A tetraéderben vald szémitasokat a halozat

elkészitése segiti.

Térbeli rajz készitése:

Rajzoljunk egy tetszéleges ABC hdromszéget,

majd ennek lapjabol kiindulva, a négyzetracsok

kihaszndlasaval rajzoljuk meg a testmagassagot.

Ennek végpontjait késsiik dssze a haromszég

cstcsaival.

Felszinét a négy lap teriiletének dsszege adja. A

{ haromszég teriiletképletei a ,, Teriletszamitas™
Jfejezetben talalhatok.

E A Térfogata az eléz6 képlettel is kiszamithato.

A tetraéderbe gomb irhatd. Ennek r sugards, s a tetraédert boritd lapok T,. T, T, T, tertiletét felhasznalva meg-

Tetraeder

/
{
{

o
v/’\;

adhaté a tetraéder térfogata: | = L] (1; +L+T+ 1;) Ha a tetraédernek létezik hozzairt gombje, mely
3

hérom lapsikot érint, akkor ennek sugarat is megadhatjuk. Példaul a negyedik laphoz hozzairt gémb sugara:
3.V
=
L+GL+T-T,

Térbeli rajz készitése:
Szabalyos tetraéder Négyzetracsos papiron rajzoljunk az abran iathatohoz hasonlo
i ABC haromszéget, majd rajzoljuk meg a csicsokbol a szemkozti
oldal felezési pontjat 6sszekéto szakaszokat. Mivel az alaplap
eredetileg szabalyos haromszag, igy ezek sulyvonalak és magas-
G sagvonalak. Ezek metszéspontia az S stllvpont. Rajzoljuk meg ebbe
a g e a pontba a négvzetracsok kihaszndlasaval a giila M magassagat,
. N M- N | | majd ennek végpontjait késsiik bssze az ABC hdromszég csiics-
| p: SN i pontjaival.
PSS y -i;‘ Halozata: Szerkessziink szabalyos haromszéget, majd mindharom
CNES N iHEP 7 B oldaléra egy-egy wabbat.
TN SN A Szamitasok:
T N S Mivel a tetraéder szabalvos héromszégek boritjak, igy a szamita-
BN/ § 4% V soknal ezt hasznaljuk ki.
a N a s
\g,r | FB=FD=»:Q=#
A szabalyos tetraéderbe és a tetraéder koré Testmagassdg: M= 2‘\'6 = a: ‘/6_
gomb irhatd. A beirhato kor kézéppontjat az 3 Q 3

FSD haromszog @ szogfelezgje metszi ki @y : glaplap — oldailap hajlasszoge, melynek értékét az FBD

Mmgassa’gbléllc. — —_— derékszogii haromszoghél hatarozhat meg:
Az ezekkel kapcsolatos képletek a , Teriilet- 2 5 S haiilissss — .
szémitis™ fejezetben talilhatdk. ﬂ : Alaplap - oldalél hajlasszége, melvnek értékét a BSD derék:

szogil haromszoghdl hatarozhato meg.
a2
12

Felszine, térfogata: A, .. =a*-~3 : Vi onr =




Sinus és Cosinus szogfuggvény értelmezése egységkorben

Tekintsitk az egységkorben egy tetszoleges forgasszoghoz tartozd egységvektort, majd ennek vég-
pontjabol (P) allitsunk merdlegest az x tengelyre. A keletkezett derékszégii haromszog atfogoja 1
egység (mivel ez a kor sugara). Felirjuk a szdggel szemkozti o

F O rg é S SZé g e |< befogd és az atfogd aranyat: gjn o = ‘T melybdl az y = sin & _4—'e—>+

w ‘A i " osszefliggéshez jutunk. Igy ha az egységkérben meghtzzuk
SZO g fU g g V e n ye | egy tetszoleges forgasszoghoz tartozé egységvektort, akkor az
egysegvektor végpontjanak masodik koordinatajat nevezzik
az adott forgasszog sinusanak.
Igy a sinus forgasszog elsjele:
e  Pozitiv. ha a forgasszég az elsé és a masodik negyed-
be esik.
®  Negativ, ha a forgasszég a harmadik és a negyedik
negyedbe esik.

Ugyanebben az egységkdrben, a kapott derékszégi haromszogben felirjuk a szég melletti befogo és
az atfogd aranyét: cogq = -, melybél azx = cosa dsszefiiggéshez jutunk. Igy ha az egységkorben
1

megrajzolunk egy tetszéleges forgasszoghdz tartozo egységvektort, akkor az egységvektor elsé
koordinatajat nevezziik az adott forgasszog cosinusanak.
Igy a cosinus forgasszég eldjele:

e  Pozitiv. ha a forgdsszég az elsé és a negyedik negyedbe esik.

e Negativ. ha a forgdsszég a masodik és a harmadik negyedbe esik.

OSSZEFOGLALVA
Az egységkor egy pontjanak koordinataja: P ('cosa;sin a)

Egységvektor felirasa forgasszog szogfiiggvényeivel

A koordindtarendszer egymasra merdleges bézisvektoraj:!_' 2 _] 3 fgy egy vektorg=x-ji+y- J alakba irhato.

Az el62z6 definicidk a kovetkezdképpen fogalmazhatdk at:
A sin & értéke a koordinatasikon az i vektortol & szoggel elforgatott egységvektor y koordinataja.

A cos « értéke a koordinatasikon az j vektortol o szdggel elforgatott egységvektor x koordinataja.
Ezekbol kovetkezik. hogy azr szoggel elforgatott egységvektor felirhato:e =cosa-i+sina- j
alakban.




2) co{Gx - 3—”] < £
4 2

rl g O n O m e -|-r| |<U S A kifejezés zardjelében szereplé kifejezésre vezessiink be egy tj ismeretlent: y = Gy — 3___ Igy az egyenidtien-
e g y e n | -l- | e n S e g Sg: cosy < £ alakba irhato. Ezt oldjuk meg az emlitett kétféle modon.
2

Grafikus megoldas Egysegkb‘r&s megoldas
2 i
w4
@ - —;1 %Jl,
= E-S(F MY 3 -Eg
i L B :
- e | L
)

Mindkét esetben ugyanarra a megoldasra jutunk: 4, € [1 +1-2x: -73 +1- 271’] (1 eZ )
4

Iy az eredeti egyenlétienség megoldasat agy— 2’_ c [1 +] -Zﬂ';z +] _zﬂ.:l (I c Z) megoldasa adja. Az
4 4

intervallum kezdd és végértéke egy-egy egyenlotlienséget jelez. Ugyanigy oldjuk meg, mint az eddig ismert egyen-
leteket, csak a kezdd és végértékkel egyszerre dolgozunk az alabbi mddon.

L [E PR .2,,] (1ez) Az intervallum kezds &s végértékhez hozzéacunk 5% et
4 |4 4 4
PR ot L (1e2) Az intervallum kezd6 és végértékét elosztjuk 6-tal, s
4 4 egyszerusitiink.
V4 n Iz /4
xXe [— +1 575 +l —] (1e2) Ez az egyenlétlenség megoldasal




Parhuzamos
ggyenesek
tavolsago

2.) Két egymassal parhuzamos egyenes egyenlete: ¢: x+2y=-1: f: x+2y =09 Hata-

rozzuk meg a két egyenes tavolsagat!
L megoldis: A
Vazlat: Rajzoljunk két parhuzamos Q : fix+2y =9 ™~
egyenest, majd az egyiket e-vel, a ma- - '
sikat f-el jeloljiik el. Ha meg szeretnénk .J
kapni a két parhuzamos egyenes tavol-
sagat, akkor merdlegest kell allitani, :
példaul az g egyenes P pontjaba. Jelolje P :\ ~
ezt az egyenest g. Ez a g egyenes met- : e:xt2y =-1 ™
szi a masik egyenest is, példaul a Q 8: '
pontban. A P és Q pont tdvolsaga egyenld a két parhuzamos egye-
nes tavolsagaval.
Legyen a P pont elsd koordinataja: x=3. Ezt behelyettesitjiik az g
egyenes egyenletébe:3 + 2y =—1= y=-2 Igy a P pont koordinatai: P(3;—2)

4 B
Meghatirozzuk az e egyenes iranyvektorat: ,, (_ 2.1) Felirjuk az g egyenes egyenletét, mely atmegy a
- 3

;{’;: _‘(2) ponton. Mivel gle. igy a normalvektoros egyenletet is alkalmazhatjuk: Ax + By = Ax, + By, (4

szitkséges  jelbléseket az iramyvektor és a pont folé irtuk!) Az egyenletbe behelyettesit-
veig: “2Xx+y=-2-3+1"2 = g: -2x+y=-8 a g egyenes egyenletét kapjuk.

A g és az f egyenesek metszéspontja a Q pont. Igy a két egyenes altal meghatérozott egyenletrendszer megoldasa a
Q pont koordinatait adja. Azaz g (| f = Q

f:x+2y=9 fey 2 O(5:2) pontkoordinatit kapjuk.
g: -2x+y=-8[> y=2x-8 Meghatarozzuk a PQ szakasz hosszat az ismert
x+2-(2x-8)=9 POl = \/(Pl —4 )+ (p,—q, ) tévolsigképlettel. gy
x+4x-16=9 IPo|= JG-5F +(2-2) =
S5x=25x=5 Dy=25-832y=2 -4:16=420=2-45

IL. megoldas:

Az elso megoldashoz hasonloan meghatarozzuk egy e egyvenesen levo P pont koordinatait: P(3;-2), majd a

"Pont és egyenes tavolsaga" cimu fejezetben adott d‘ pir)™ |a' p+b-p+ c| képlet alapjan hatarozzuk meg.
\/ a +b’
b ¢

a
Ehhez az f egyenes egyenletét: gx + by + ¢ = ( explicit alakba irjuk: f : Lx+2.y-9=0.Ebbdl irjuk fel a

Pt R M e ) IR

tavolsagot: il'3+2'-2+-9| |3—4—9| 10 lOwJS- J—
IR L Rt o AR S = -



Kor és ponthalmazok helyzetei

A sikban a kérvonal helyzetét vizsgaljuk egy ponthoz, egy egyeneshez és egy masik kérhoz.
Kor és pont kdlcsonds helyzete

Haadottak: (x— u)2 + (y - v)2 = 1? egyenletii kor. akkor egy P( Dy pz) koordinataja pont

K S 2 .|. A L A korvonalon beliil (a kérlapon) van, ha: >
Or eS pOn ; (p,—u) +(p,—v) <r? | " G
Az A(4:1) koordinitéji ponta k: (v—2)f + (v +1)' =16 egyenleti | /

kOr es egyenes oner b 43 1 44 1

1I. A kérvonalon pontosan rajta van, ha:

kolcsonos helyzete i A

-
-

kérvonalon van, mert (2-2)* +(3+1) =0+4%=16=16
II. A kérvonalon (a korlapon) kiviil van, ha:
2 2
(p,—u) +(p,-v) >r
AC(5;4) koordinatajd pont a [ (I s 2)2 + ()r + 1)2 =16 egvenleti kérvonalon kiviil van, mert

k

(5-2) +(4+1) =9+25=34>16|

Kor és egyenes kdlcsonds helyzete
Ha adott a f : (x—u)2 +(y —v)l = 7? egyenletii kor és egy e: ax + by + ¢ =0 egyenleti egye-
nes, akkor a kor és az egyenes helyzetét a kdvetkezd lehetéségek alapjan hatarozhatjuk meg.

. . . . ki(x—u) +(y-v) =r?
L Ak(le= M, vagyis a két egyenlet altal meghatirozott
e:ax+byv+c=0

egyenletrendszer megoldasainak szama adja.
1.) Ha két megoldas van, akkor az egyenes metszi a kort.
2.) Ha egy megoldas van, akkor az egyenes érinti a kort.
3.) Ha nincs megoldas, akkor az egyenes nem metszi a kort.

H A k; (x—u)2 +(y—v)2 =7? egyenleti kor Q(u:v)
kozéppontjanak és az e: ax+by+c =0 egyenletii egye-

|a-u+b-v+cl

Vu? +v?
viszonyitjuk.

1.) Az egyenes metszi a kort, ha d, o) <7

nes tavolsagat: d“, 0= a kor sugarahoz

2.) Az egyenes érinti a kort, ha d(e-Q) =7
3.) Azegyenes a koron kiviil halad, ha d(r o >T



4.) Valamely mértani sorozat harom szomszédos tagjanak dsszege 52. Ha az elsé tagjahoz
2-t, a masodikhoz 10-et, a harmadik tagjahoz 2-t hozzaadunk, akkor egy szamtani sorozat
harom szomszédos tagjahoz jutunk. Melyek a sorozatok tagjai?

A feladat alapian mértani sorozatbhol szamtani sorozatot kapunk.
Tablazatot készitiink, s ebbe irjuk a szdmtani és a mértani sorozat tagiait.

V 4 ° V 4 Sorszam: 1 Z 3.
S R A sorozat elsé tagidhoz viszo-
MerTOI II SOFOZOTbOl Merani a a,-q a-q° nyitjuk a mésodikat és a harma-
sorozat: 1 1 1 dikat
Y 4 ° : . . A mértani sorczat tagiaihoz
Sm@ a +2 a -q+ 10 a g+ 2 viszonyitiuk a szamtani sorozat
sZzamritdani Soroza i ‘ | a
tagjait.
. . , A mértani sorozat dsszege 52. Nem célszeril az dsszeg-
Usszefiiggé- a,+a-g+a,-q- =52 képletet alkalmazni, mert az bonyolultabba tenné az
e 2 egyenletet, mint ez a feliras. A baloldalbdl az ¢, értékét
L= al-(l+q+q‘]:5?. ' ' :
kiemeljiik.
Egy sorozat szamtani, ha a kiilénbség-sorozata allando. Ez azt jelenti, hogy ha a 2. tagiabol
kivonfuk az 1. tagot, akkor a killénbség értékeként ugvanannyvit kell kapni, mint ha a 3.
taghol kivennank a 2. tagot. Mindkét killonbség ugvanazt a differencidat adia eredményiil.
= 2 -
(a!q + ]‘0) - (al + 2) - (GI{’_} + 2) (alq + 10} A kapott egyvenletet oldjuk
=T = 2 - . meg. Felbontjuk a zdrajeleket,
a4g -+ 10 4 - qg - 2 hg 10 majd atrendezziik a tagokat.
= 1_ Az a; lHemelhetd, mikdzben az
16 o4 2514} 4 egvenlet két oldalar felcserél-
2
L= | a-lg®-2q+1)=16 i
T a - ( G_"E +q +])=52 A két egvenletet irjuk fel, majd elosztiuk egymdssal.
. - (a! =0 |q| = l]-
I a-(g*-2g+1)=16 g
ql+q+1 _52_13 q11=10i'\,l'100—36=10i8= '-_?1=E=§
7 -2g+1 16 4 6 ® g =3
4qg* + 49 +4=13¢* - 26g+13

0=9¢"-30g+9 /:3 Haq:l

2 3
3g° -10g+3=0 — a1-§:52:>al:36

a,-(9+3+1)=52
Ha g =3, akkor ~
— a-13=52=a =4
MEGOLDAS = Meértani sorozat: Szdmtani sorozat:
\\\ Ha a, = 36 = % akkor a sorozat tagjai: 36; 12 4 38; 22 6
Had, = 4 q =3, akkor a sorozat tagjai: 4 12; 36 |6, 22 38
L\




Fliggvény abrazolas és jellemzés tipusfeladatok (Masodfoku fliggvények)

5) Masodfoka fiiggveny l. A fiipadine wiliaonlfilik, gy Bine perabolalese
mR—> R x (x — 3)2 -4 Tengehpontia: T(3;—4). Ebbe a pontba tj keordi-
¥ natarendszert rajzolunk, s abrdzoljuk az alapfiigevény
pontiait, mivel a szorzészam I.
Fuggvény vizsgalat:
D ixeR
R, :mlx)e [— 4;+nc[

A

/
- \ / Szélsé énéke: X, =3 . mi(x,, )=—4
>y Zémshely: X, =1:xp, =5
FINCS Menete:

. .0 0 4 xE]—OO;+3]=>szigom1mmonotou:csﬁkkm

Xe [+ 3,4—00[ = szigorian monoton no.
Korlatossag: Also korlatja van: K=-4
Nem paros és nem paratlan.

6.) Masodfoki figgveény Il
m:R = R,x>-2x> -12x-10|

A fuggvény ebben a formaban csak tablézattal brézolhaté, Ezért &alakitiuk:
m(x)==2-(x* +6x)=10= A hozzérendeids elss kit tagiébal kiemeliink ~2-¢
—_7.(+2 2.2 -10 = A kapott zdrdjelben két tag dsszegének négyzete szerepel

2-(x +x-3-2)-10 a mésodik tag négyzetének értéke nélkil.

—_A. _ol_1n= A szagletes zargjelben fellijuk a teljes négyzetet, de a
=-2 I("‘ +3f 9] 10=  sodit tag nigyaesit lovorguk cbbdL
_ A 1. A szogletes zardjel felbontasaval mér dhvizolhate mé-
==2-(x+3) +18-10= e et

=—2'(I +3}2 +8 Ezt az ssszevondssal meghaptuk.

v A fiiggvény masodfoktl, igy képe parabola lesz.

-1- - Tengelypontia: T(— 3;8} Ebbe a pontba tj koordindta-
\ rendszert rajzolunk, s abrazoljuk az alapfligevény értékeit
annak -2 szeresével megszorozva.

Fliggvény vizsgdlat:

D :xeR

»" R_:m(x)e[-o+§

Szélsé éntéke: X =-3 , m(x,, )=8

|
—
[y

P——_ |
I ——

Zérushely: x5 =—1; x5, =5
Menete:
XE€ ]— oo;—3] szigorian monoton nd.

' Xe [— 3,+°C'[ szigorian monoton csékken.
Korlatossdg: Felso korlatja van : K= 8




MUOveletek
esemenyekkel

Muveletek eseményekkel
Az alabbi miiveletek esetében a kiévetkez6 példat fogjuk hasznalni.

H={A 4.5,6.7 szamkartyakbol véletlenszeriien kivalasztunk kettd kartyat, s egymas mellé tesszik. { =
={45; 46: 47; 54; 56; 57; 64; 65 67; 74; 75; 76.}, tehat [H|=12.

A={Paros szamot kapunk. }={46. 54, 56, 64; 74; 76}, igy |A|=6.

B={Harommal oszthato szamot kapunk.}={45; 54; 57, 75}, melynek szamossaga |B|=4.

Az A és C eseménvek azonosak, ha egy kisérlet soran mind a ketté bekdvetkezik,
vagyis A=C.

Az A esemény komplementer (ellentett) eseményének nevezziik azt az esemeényt,

amely akkor kévetkezik be, amikor az A esemény nem. Jele: 4
A = {45;47;57;65;67; 75} Innen |4] = 6

Ezek egy tulajdonsaggal 1s megadhatok: A = {Paratlan szamok}.

Az A és B események Gsszegén azt az eseményt értjiik, amelyik akkor kovetkezik
be, amikor legalabb az egyik bekévetkezik.

A + B = {45; 46; 54; 56; 57; 64; 74; 75; 76} igy |A+B|=9.

Masként ugy is fogalmazhatunk, hogy vagy az A vagy B esemény bekdvetkezik.

Az A és B események szorzatan azt az eseményt értjiik, mely akkor kivetkezik be,
amikor mindketté egyidejiileg bekovetkezik. A - B = {54}

Igy|A-B| =1

Masként ugy is fogalmazhatunk, hogy az A és B esemény egyszerre kovetkezik be.

Az A; B események kiilonbségén azt az eseményt értjiik, mely akkor kévetkezik
be, amikor az A esemény bekovetkezik, deaB nem. A — B = {46; 56; 64; 74; 76}
amelynek szamossaga: |4 — B| = 5.

Természetesen ugyanigy értelmezziik a B — A = {45; 57; 75} kiilénbséget is. En-
nek szamossaga: |B — A| = 3

Az A és B esemény szimmetrikus differencidja az az esemény, mely akkor kévet-
kezik be, amikor az A és B koziil pontosan az egyik kiovetkezik be.
AAB = {45; 46;56;57; 64;74;75; 76} Ennek szamossaga: [AAB| =8



Statisztika
mintafeladat

4.) Egy iddsek otthonaban az ott lakok életkor szerinti megoszlasat mutatja az alabbi oszlop-

diagram.
Létszam adatok
88
% m—
E 8l ——
\.Jij | —
S S E—
78—
0 1 2 3 4 5 b
Létszam

a.) Készits az adatokbaol tablazatot, majd kdrdiagramot!

b.) Mennyi az ott lakok életkoranak atlaga, szérasa, modusza és medianja?
Az a.) feladat megoldasahoz tablazatot készitiink, majd irjuk be a grafikonon lathaté ér-
tékeket:

Eletkor (év) | 78| 79| 80| 81(82| 83| 84| 85| 86|87 88

F& 2 o 3] 3| 5 1 2| 3| 1| 3| 2
Ezek utan egyszeri 6sszeadassal meghatarozzuk, hany 1d6s emberrdl késziilt ez a tablazat. Az dsz-
szeadas eredménye 25.

Az adatok atlaga:
2'781‘3'80+3-81+5-82+1'83+2'B4+3-85+1'86+3'B?+2'88_2078

= 58 55 = 83,12
Az otthonban lakok atlag életkora tehat 83,12 év.
Az adatok szorasa:
(78 — B3,12)% . —83.17)2 . —B312)® 4 - . — B3.12)° !
D‘ﬁ{i)zz (78 -8312)*+3-(B0—-8312)*+3-(81 —83.12)* +--+2-(BB—8B3.12) =21464=8,5856

25 25
Ebbél gydkvonassal kapjuk a szoras erteket:

D, (%) = /8,5856 ~ 2,9301
Az adatok modusza 82 év, hiszen 5 fének ez az életkora. a leggyakoribb életkor.



ValoszinUség
szaMmitas
Mmintafeladat

4.) Egy szelvényt kitoltve, mi a valoszinGisége annak, hogy négyes talalatunk lesz az Skandi-
nav lotton? (A telitalalathoz 35 szambdl kell 7-et eltalalni.)
35)

A feladat szévege alapjan: H = {35 szambol vilasztunk 7 — et} = ( 2)= 6 724 520

A keresett esemény: A = {A 7 szambdl 4 szamot eltalalunk.}

Azt, hogy négyes talalatunk lesz, azt jelenti, hogy 35 szambél .,csak™ négyet kell eltalalni, és
emellett 35 szambol harmat . .nem kell eltalalni”. Az A esemény bekovetkezéséhez még egy
masik eseménynek is teljesiilni kell: B = {A 7 szambo6l 3 szamot nem talaldlunk el.}
Az A és B esemény egyszerre kell, hogy teljesiiljon, vagyis a két esemény szorzatanak valoszi-
nuségét kell venniink.

p(A-B) = p(A) - p(B) = (Z) : (;) = 35-35 = 1225

Ezek alapjan mar meg tudjuk hatarozni a 4 talalat valoszintiségét:

B et A itenicen
P(A°B) = 552520 ~ 1324904 = % f

5.) Bence a légpuska lovészethez olyan céltablat
készitett, melyben 1-10-ig koncentrikus koroket
rajzolt, melyek egymastol fél cm tavolsagban
vannak. A legkisebb (10-es kor) 1cm atmérgjd.
Mennyi a valosziniisége annak, hogy legalabb
7-es 16, ha biztos, hogy minden lévésével elta-
lalja a céltablat?

A legkisebb kor (10-es) sugara 0.5 cm, a legna-
gyobb koré (1-es) 5.5 em, a 7-es koré 2.5 cm.
Itt most teriiletekkel dolgozunk. Az eseménytér az

5 és fél cm sugart kor. az esemény pedig a legalabb
7-es talalatot jelz6 2.5 em sugart kor teriilete.

|H|=55%-7; |A| =25% 7

L R R R

1123 /4 58 664 3|21

Ebbol

6
5
4
3
2
!

Al 25%-m 625 625

P(A) =15 =557 3025 3025

it ~ 20,66%
-—1 1~ » o




Horvdth Tibor Gyérey Online Matematika Kinyv 9-12. évfolyam N-EDIK GYOKVONAS
www.matekotlet hu FELADATGYUJTEMENY TORT KITEVOJU HATVANYOK

7)  Gyoktelenitsd a kévetkezd tortek nevezdjét!

° X V4 i: 2-%
-edik gyokvonas % S
b 15 8
feladatok e e
3V2 _ Vs
Y 0 Tt
8) Ird fel a megadott szamokat a feladatban adott gyokjellel!
) VI=Y =V =%
) V=Y =W =
) NTFE ==V =V
HYF =Y =V =N
9) Melyik szam a nagyobb?
a) angy{f?_o c.) S-ngyﬁ-vg
b) angyﬁ d.)3-5u’7 vag}ril-'{fg
10) Az N-edik gyokvonds azonossagai alapjan ird fel egyetlen gydkjellel a kovetkezé miiveleteket!
a) V2-V2= £) (@)3 -
b) ﬁﬁ= g_) ﬂ=
Ve _ s /7
¢) 35~ h) yVi8 =
g i) V2-32=
d) 5—£: .
. i) 3-V3-i3=
e) (V67) =

11) Hatdrozd meg a kovetkezd kifejezések pontos értékét!
a) V7 —V17-V7417 =
b) V6+v20-V6—2-v5 =
e) (V5-32)- (V25 + Vi0+ V4) =




Sinus €s Cosinus
tetel feladatok

Horvéth Tibor Gyérgy Online Matematika Konyv 9-12. évfolyam SZINUSZ TETEL
www.matekotlet hu FELADATGYUJTEMENY KOSZINUSZ TETEL

L)

2)

3)

4)

5.)

6.)

7)

Egy haromszdgben a szokasos jeldléseket alkalmaztuk Hatarozd meg az alabbi adatok ismeretében a haromszog

hianyzo
e oldalait, N
e szogeit,
e teriiletét,

e beirhato korének sugarat,

* koré irhato kérének sugarat!
a)a=9dm b=7dm; a= 78"
b)a=12cm; c=8cm; y =37
€)b=15cm; a =72°36"; § =53"17
d)c=6m; a=7642"; f =638

Hatarozd meg az alabbi adatok ismeretében a haromszog hidnyzo oldalait és szogeit, valamint teruletét. Az 1.
feladatban adott abra jel6léseit hasznaltam.

a)a=9dm; b=7dm; y=27°

b)b=12m; c = 9m; a = 103°

cl)a=6cm; b=4cm; c=25cm

d)a=5dm; b=6dm; c=9dm

Egy paralelogramma A csicsbol induld hosszabbik atloja 8 cm. Ez az atlo a paralelogramma A cstucesban 1évo
szogét 18"0s és 37%-0s darabokra oszfja. Szamitsd ki a paralelogramma oldalainak hosszit!

Egy 350 N nagysagu erdt bonts fel két olyan Gsszetevore, melyek 47%-0s és 16%0s szoget zdrnak be vele! Mek-
korak az 6sszetevo er6k?

Egy szimmetrikus hiromszog szarszoge 60%-0s. Ezt a szoget két egyenessel harom egyenl6 részre osztunk. Mek-
kora részekre osztjak ezek az egyenesek a szdggel szemkozti oldalt?

Egy szimmetrikus trapéz tl6ja 9 em, révidebb alapja 4 em, egyik szoge 72%0s. Hatirozd meg a trapéz keriiletét
és tertiletét!

Egy paralelogramma teriilete 534 cm’?, egyik oldala 15 cm, egyik szoge 34%-0s. Hatarozd meg a masik oldal és a
hosszabbik atlo hosszat!



Sokszogek
feladatok

Sokszigek

1)

4)

5)

6.)

1)

8)

Hatdrozd meg a tablazat hidnyzo adatat, ha az adatok szabalyos sokszogekre vonatkoznak!

Oldalak szama: 12
Egy csiicsbol nizhaté atlok szama: 9
Az egy csiicsbol huzhatd atlok ennyi haromszdgre bontjik 14
a sokszdget:
Belso szigeinek dsszege: 2880°
Kozépponti szdge 157
Egv belsd szoge: 168.75"
Fgv kiilsd szage: 18°
Osszes atloinak szama: 819
Létezik-e olyan sokszog, melynek 405 atloja van?

Hany fokos szdget zarnak be egymassal a szabdlyos sokszog egy csiicsbol hiizhato atlol, ha az oldalak szama:
a) s c) 8
b) 6 d) 10
Szerkessz szabalyos
a)) otszdget, b.) hatszoget c.) nyoleszoget
majd rajzold meg az dsszes atldjat! Hany atlot rajzoltal? Szamitassal ellendrizd!
Szerkessz szabalyos hatszdget, melynek oldalai 3 cm-esek. Ezutan mindegyik oldalat kifelé, nunden szakasz ese-
tén jobbra haladva hosszabbitsd meg 3 cm-rel. A szakaszok végpontjai egy 1jabb hatszoget hatdroznak meg.
a.) Mekkorak a szoge1?
b.) Mekkora a keriilete?
¢.) Mekkora a teriilete?

Rajzolj egy 6 cm oldali négyzetet, majd oldalait oszd 3 egyenl6 részre. Az osztdpontokat az .
abran lathat6 modon osszekotottik.
a.) Hany fokosak a nyolcszog szoge1?

b.) Mekkora a nyoleszog kertilete? .,

c.) Mekkora a nyolcszog tertilete?

d.) Lehet-e olyan kért rajzolni, mely atmegy a nyolcszog mindegyik cstcsan? Miért?
Egy 6 cm oldali négyzet sarkaibol ugy vagunk le egyenlo szam derékszdgli haromszdgeket, hogy a maradék
sikidom szabalyos nyoleszog legyen.

a.) Melkkorak a levagott derdkszogli haromszdgek befogoi?

b.) Mekkora a szabalyos nyolcszdgbe irhato kor sugara?

c.) Hany szazaléka a nyoleszog teriilete a négyzet teriiletének?

Epv sokszie atlol szamanak tizenketted része az oldalamak szama Hany oldalt a sokszig?



Gula
szamitasi
feladatok

27)
28)
29)
30)

31)
32)

Giila

Egy négyzet alapu egyenes gula alapele 8 dm, magassaga 12 dm. Mekkora a felszine €s a terfogata?

Epgy haromszdg alapu gila alapélel 6cm, 7em és 8 cm hosszuak, testmagassaga 15 cm. Mekkora a térfogata?

Egy szabalyos tetraéder felszine 36 - /3 cm?. Mekkora a magasséga és a térfogata?

Egy templomtorony tetejére 8 m magas és 6m alapélii négyzet alapu gila formaji, vorosrézbol késziilt tetot ter-

veznek. Mennyibe keriil a vorosréz lemez tet6, ha a 2 m’-es, 4 mm vastag lap 4ra 462 483 Ft+Afa, ha a szabashoz

15% hulladékot szamolnak?

Epgy szabalyos hatszdg alapu gula alapéle 3,6 m, oldaléle 8,5 m. Mekkora a felszine és a térfogata?

Egy piranus neégyzet alapu gula alaki, melynek alapéle 230 m, magassaga pedig 137 m.

a.) Mekkora a térfogata (ha nem vessziik figyelembe a benne
lévo sirkamrat és jaratokat)?

b.) Ha az éle mentén fel szeretnénk ra setalm, akkor mekkora
utat kellene bejarnunk?

c.) A prranus oldalat régen vakolat boritotta, Mekkora felii-
letet kellett a munkasoknak befedm?

d.) A piranus tetejét régen egy aranybol kesziilt _ sapka” fed-
hette. Ha ez 1gaz, akkor menny1 aranyat hasznalhattak fel
ha a sapka tegyiik fel 3 cm vastag volt, s a csucsatol lefelé az €l mentén 5 m-re volt az alja a négyzet alapu
gula alaku sapkanak™? (Megkozelité szamitast adj!)

e.) Hany m’ kovet hasznaltak fel az épitéséhez, ha a belsejében 2500m’ helyet hagytak a jaratoknak, kamraknak?




